Opérations d'Adams et groupe des classes d'algèbre de groupe  by Cassou-Noguès, Ph & Taylor, M.J
JOURNAL OF ALGEBRA 95, 125-152 (1985) 
Opkations d’Adams et Groupe des classes 
d’Alg&bre de groupe 
PH. CASSOU-NOGU~S 
U.E.R. de Math&natiques et dinformatique, Universitt! de Bordeaux I, 
F.33405, Talence Cedex, France 
ET 
M. J. TAYLOR 
Trinity College, Cambridge, England 
Communicated by A. Frijhlich 
Received January 4, 1983 
1. INTRODUCTION 
Soit r un groupe fini d’exposant n. Now nous proposons de construire 
par dualite, a partir des operations d’Adams dtlinies sur l’anneau des 
caracteres virtuels de r, de nouveaux endomorphismes de groupes de 
Grothendieck associes a certaines categories de r-modules. En particulier, 
si To designe le groupe de Galois sur Q de la n-ieme extension cyclotomi- 
que, nous en deduisons une structure de r,-module sur le groupe des 
classes CL(Z [ r] ) de Z [r] et un annulateur de “type Stickelberger” de ce 
groupe lorsque r est un I-groupe. 
Soit K un corps de nombres ou un corps local. Dans cet article nous 
entendons par corps local une extension tinie d’un corps I-adique Q,. Nous 
notons 0, l’anneau des entiers de K. Nous designons par K,(O,[r]) 
(resp. K,T(O,[T]), resp. G,T(O,Jr])) le groupe de Grothendieck des 
O,[T]-modules de type fini localement libres (resp. de 0, torsion et de 
dimension projective finie, resp. de 0, torsion). 
Let resultat principal de ce papier est de dehnir des operations d’Adams 
sur K,,T(Z[r]) et K,(Z[r]). 
On sait que G, T( Z[r] ) possede, d’une facon naturelle, des operations 
d’Adams. Nous demontrons que pour tout entier k premier avec l’ordre de 
r, les operations d’Adams que nous avons dtiinies sur K, T(Z[r]) anti- 
commutent avec l’homomorphisme de Cartan. On peut considtrer ce 
resultat comme un analogue des resultats de Kervaire [K]. 
Nous savons, [F2, chap. I, thtoreme 11, qu’il existe des 
homomorphismes de groupes q, 8, 6 et Y tels que la suite suivante soit 
exacte: 
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K,(o,Crl)~ KwC~IP+ KI~(~,C~l) 
---L Ko(O,[rJ) -b z -+ (0) (1-l) 
oh K,(O,[r]) et K,(K[T]) sont les K-groupes usuels. 
Si K est un corps de nombres le noyau de r est le groupe des classes de 
O,[r], note CL(O,[r]). Si K est un corps local, r est un isomorphisme et 
le groupe K, T( O,[ZJ ) est isomorphe au groupe quotient: 
K,WC~lYG(~,CU) (l-2) 
od K;(O,[T]) dtsigne l’image de K,(O,[ZJ) par q. 
Soient R une cloture algtbrique de K et G,(R[I’]) le groupe de Grothen- 
dieck des R[T]-modules de type lini. Nous savons [Q, paragraphe 23, 
dttinir une forme bilineaire, notee ( , ), de: 
K,(R[r]) x G,(R[l-1) + R* (f-3) 
oti R* designe le groupe des elements non nuls de K. Nous en deduisons 
un homomorphisme de groupe, note Det, de K,(R[ r]) dans 
Hom(G,(R[T]), R*), defini par: 
DeW( A = <x3 Y > (f-4) 
pour tout x de K,(R[I’]) et y de GO(R[r]). 
L’homomorphisme Det sera precise au paragraphe 2. 
Le groupe de Galois de R sur K, que nous notons 52,, opere sur les 
groupes K,(R[r] ), G,(R[I’] ) et R*. Lorsque K est un corps local l’exten- 
sion des scalaires de K a R composee par Det est un isomorphisme de 
K,(K[T]) sur Hom,,(G,(R[T]), R*) [Q, proposition 2-81. 
Les puissances exterieures de R[T]-modules permettent de definir sur 
G,(R[r]) une structure naturelle de ,I-anneau; pour tout entier k nous 
notons tik l’operation d’Adams associte (on peut se reporter au 
paragraphe 2 pour leur definition). Ces operations commutent avec l’action 
de 52,. 
Si K est un corps local nous pouvons definir, grace a (l-4), pour tout 
entier k, une operation sur K,(K[r] ), notee ‘u,, par: 
(Yk(XL Y> = (4 Iclk(Y)) (l-5) 
pour tout x de K,(K[T]) et y de GO(R[r]). 
THBORI~ME 1. Pour toute extension K de degrP fini de Q, dont le dis- 
criminant est premier avec n et pour tout entier k les optrations ul, induisent 
des endomorphismes de groupe de K, T( O,[I’] ) tels que: 
(i) ylk~Y,,,=Y~,,,, Vk,mEZ, 
(ii) Ylk+,,= ul,, VkEZ. 
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Les proprittes (i) et (ii) vbitites par les operations Y, se deduisent par 
dual&C des proprittts analogues verifiees par les operations $k. 
Pour dtmontrer ce theoreme nous devons demontrer que les operations 
Y, definies par (l-5) passent au quotient, Compte tenu de (l-2) le 
theoreme 1 est equivalent au thtoreme suivant. 
THBORGME 1’. Pour toute extension K de degre fini de Q, dont le dis- 
criminant est premier avec n et pour tout entier k les operations ul, induisent 
par restriction des endomorphismes de groupe de K;(O,[I’]). 
Si 1 ne divise pas II la demonstration est immediate (voir paragraphe 2). 
La demonstration de ce theoreme, lorsque 1 divise n, est l’essentiel de cet 
article. Elle fait l’objet des paragraphes 3, 4 et 5. 
Soit SK,(O,[T]) le noyau de l’homomorphisme r]. Nous savons que 
SK,(O,[T]) est un groupe fini [W, theoreme 2.51. Lorsque 
sK,(o,Crl) = (1) nous identifions les groupes K,(O,[T]) et K’,(O,[r]). 
En utilisant la proposition 9 de [02] nous deduisons du theoreme 1’: 
COROLLAIRE 1. Soient K une extension de degre fini non ramifite de Q, 
et r un I-groupe f;ni possedant un sous-groupe abelien distingue’ a quotient 
cyclique. Pour tout entier k les operations !Pk induisent par restriction des 
endomorphismes de groupe de K,(O.[r]). 
En particulier les operations Yk delinissent des operations d’Adams sur 
K,(Z,[r]) pour tout groupe r diedral, semi-diedral ou quaternionien. 
Soit K un corps de nombres. En utilisant l’isomorphisme canonique [F2, 
paragraphe 1, theoreme 11, 
K,T(O,CrI)-UK,T(o,,Crl) (l-6) 
od P parcourt les ideaux maximaux de O,, nous deduisons du theoreme 1: 
COROLLAIRE 2. Pour tout corps de nombres K dont le discriminant est 
premier avec n et pour tout entier k les operations Yv, induisent des 
endomorphismes de K,T(O,[T]) satisfaisant les proprietes (i) et (ii) du 
theoreme 1. 
Nous pourrons deduire du theoreme 1 et de l’exactitude de la suite (l-l ) 
le thtoreme suivant: 
TH~OR~ME 2. Soient T un groupe fini qui ne possbde pas (resp. qui 
possede) des representations irrtductibles symplectiques et K un corps de 
nombres dont le discriminant est premier avec n. Pour tout entier (resp. entier 
impair) k les operations Yk induisent des endomorphismes de CL( O,[r] ) 
qui satisfont les proprietts (i) et (ii) du thtoreme 1. 
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Nous remarquerons que pour tout entier k alors 2Yk opbre sur 
cuoKCr1). 
L’hypothese faite sur k provient de ce que l’image par Yk dun caractere 
irreductible symplectique de f n’est pas en general symplectique si k est 
pair. 
Pour la demonstration du theoreme 2, on peut se reporter au 
paragraphe 2, (2-10) et (2-12). 
Pour demontrer le theoreme 1’ nous utilisons les descriptions donntes 
par Frohlich [Fl 1, appendice A et [F2, chap. I], des groupes que nous 
avons introduits. Elles sont brievement rappeltes au paragraphe 2. Nous 
savons que ces descriptions sont particulierement utiles pour traduire les 
proprietes fonctorielles. Nous pouvons ainsi verifier facilement que les 
operations Yk detinies dans le theoreme 1 et ses corollaires sont com- 
patibles avec l’induction et le passage au quotient. En outre, si k est 
premier avec l’ordre de f, Y, est compatible avec la restriction. 
Remarques. (1) En utilisant les proprietes (i) et (ii) du theoreme 1 et 
de ses corollaires nous verilions que Y, est l’identitt et que pour tout entier 
k, premier avec n, Yv, est un automorphisme de K0 T(o,[r]) et 
CL(o,[ZJ) dont l’inverse est Yk,, avec kk’ = 1 mod n. 
(2) Y-, est une involution de K,T(O,[T]) et CL(o,[r]). 
Designons par [M] l’element de K,T(O.[r]) (resp. CL(o,[r])) dtlini 
par le O.[r]-module de type tini, de torsion et de dimension projective 
linie (resp. localement libre) M. Nous avons les egalites: 
y ,(CW)= CM*1 avec A4* = Horn oK[r, (M ~Cm~,C~l) (l-7) 
dans le premier cas, 
Yp,(CW)= -Cm oh A = HomoKCr, (M, o,CU) (l-8) 
dans le deuxieme cas [F2, chap. II, (1-7) et (l-8)]. 
I1 serait interessant d’avoir une interpretation algebrique des operations 
Y’,. Lorsque f est abtlien et k premier avec n nous verifions facilement, 
pour tout module A4, l’tgalite: 
y,dCm) = CMkl (l-9) 
ou M, est tgal au groupe abtlien M sur lequel on detinit une nouvelle 
structure de 0,[f] module par: 
(zray+7) *-=(Jray~k’)w VmEM (l-10) 
avec kk’ = 1 mod n. 
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Dans le cas general ce probleme peutdtre rapproche de la construction 
des operations tik donnee dans [K, paragraphe 41. 
(3) Sous les hypotheses du theoreme 2 il est facile, en utilisant les 
descriptions des groupes K,(K[Z] ) et K’,( O,[Z] ) don&es par Frijhlich 
[F2, chap. I], de deduire, des operations d’Adams dans le cas local, des 
operations d’Adams sur K,(K[T] ), pour tout entier (resp. entier impair) k, 
si Z ne possede pas (resp. possede) des representations irrtductibles et sym- 
plectiques. Nous verifions qu’elles detinissent par restriction des operations 
d’Adams sur K;(O,[Z]). 
Comme dans le corollaire 1, en utilisant les resultats doliver, nous en 
deduisons des operations d’Adams sur K,(iZ [Z] ) lorsque Z est un groupe 
symetrique, quaternionien ou un 2-groupe diedral ou semi-ditdral. 
Soit YJI un ordre maximal de Q[Z] contenant z[Z’]. Nous savons que le 
groupe des classes CL(9.X) de VII est isomorphe a un produit direct de 
groupes de classes de sous-extensions de Q(“), ou QIJ(~) designe la n-ieme 
extension cyclotomique. Le groupe CL(8I) peut-&tre ainsi muni d’une 
structure naturelle de Z [ Zo]-module. 
Pour tout entier a, b nous notons (a, b) leur P.G.C.D. 
Nous pouvons considirer, grace au theoreme 2, le groupe @ des 
automorphismes (Y,) (k, n) = 1) de CL(iT[Z]). 
Pour tout entier k tel que (k, n) = 1 notons ok l’unique element de To tel 
que [“” = ik pour toute racine n-i&me de l’unite [. L’application: 
ok + yk, (k, n) = 1 
est un homomorphisme surjectif de To sur @. Nous en deduisons une 
structure de Z[T,]-module sur CZ@[Z’]). 
L’extension des scalaires de z[Z] a ‘%I permet de considerer la suite 
exacte de f o-modules 
{l}~D(Z[r])-CL(Z[r])-cL(~)~ {1} (l-11) 
Soit I l’ideal de Stickelberger de Q(‘)/Q dtfini dans [C] et I’ l’ideal I 
(resp. 21) de Z[Z,] si Z ne possede pas (resp. possbde) des representations 
irreductibles symplectiques. 
TH~OR~~ME 3. Pour tout groupe r on a l’inclusion: 
CL(Z[z-I)” c D(z[r]). 
Nous savons par un theortme de Stickelberger que Z (resp. 21) annule 
chaque groupe des classes (resp. groupe des classes au sens restreint) fac- 
teur de CL(!LR). Nous en dtduisons que CL(YJI)” = { 1 }, ce qui implique le 
theoreme grace a ( 1- 11). 
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Remarque. Si r ne posdde pas de representation irreductible symplecti- 
que now pouvons considtrer C,!,( Z[r] ) comme Z [El-module ou E 
designe le mono’ide des operations ( ul, 1 k E Z} munies de la loi de com- 
position. 
THI~OR~~ME 4. Pour tout I-groupe r dordre I”, on a: 
cL(z[r])‘“-” = {l}. 
En effet si r est un I-groupe nous savons [Ul 1, que l’exposant de 
o(Z[r]) divise I”-’ (resp. 2m-2) si 122 (resp. 1=2). 
11 serait tres intlressant de decrire des annulateurs de CL(Z[r]) 
meilleurs que ceux obtenus dans le theoreme 4 (voir [MC] pour le cas ou 
r est abelien). 
La structure de o(Z[ZJ) comme Z,[ro]-module lorsque r est un I- 
groupe peut-$tre interessante. Son etude generaliserait celle de S. Ullom 
[U3], lorsque rest cyclique (voir tgalement [Ol]). 
Nous etudions dans le paragraphe 6, lorsque r est un I-groupe, la 
cohomologie de K;(Z,[T]) comme Z[To]-module. 
Les resultats que nous obtenons gentralisent certains resultats de Wall 
[W, paragraphe lo] et de Oliver [02, paragraphe 2, proposition 131. 
2. DESCRIPTION DE FR~HLICH DE K,T(O,[T])ET CL(O,[r]) 
Pour tout anneau A nous notons A* le groupe des elements inversibles. 
Si G est un groupe lini nous notons JGI son ordre. 
Nous identifions G,(K[r]) avec le groupe additif des caracteres virtuels 
de r, note R,. Si T est une representation de r dans GL,(K), nous 
prolongeons T en un homomorphisme d’algebre de M,(K[T] ) dans 
AJab( Si cc~GL,(l?[Il), I’element Det(a) de Hom,,(R,, K*) est dtlini 
par: 
Det(a)(X) = det( T(a)) v-1 1 
od x est le caractere de T. 
Si p E Ki(K[r]) est represente par a E M,(K[r]), l’tltment Det(/I) detini 
par (l-4) verifie: 
Det(P) = Det(a). 
Soient 1 un nombre premier et K une extension de degrt fini de Q,. Nous 
avons par [F2, chap. I, theortme 21, les egalites: 
Det(K[r]*) = Det(K,(K[T])) = Homn,(Rr, K*) (2-2) 
Det(K;(o,[r])) = Det(O,[r]*). (2-3) 
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Nous en deduisons grace a (l-2) que &T(O,[f]) est isomorphe au 
groupe quotient: 
Horn&R,, R*)/Det(OJr]*). (2-4) 
Pour tout entier k l’endomorphisme Y’, delini en (l-6) s’ecrit: 
Y/rf(x) =f($!xx) Q-5 1 
pour tout f~ Horn&R,, K*), x E R,, oh tjkx est le caractere virtue1 de r 
defini par: 
tikX(Y) = X(Y”)> VYEf. V-6) 
Le thtoreme 1’ que nous devons demontrer se traduit par les inclusions: 
pour tout k E Z. 
Yk(Det(O,[r]*)) G Det(O,[ZJ*) (2-7) 
Si I 11 rj, l’ordre O,[r] est maximal, et dans ce cas le groupe 
Det(O,[r] *) est egal au groupe Horn&R,, 0%). Les inclusions (2-7) 
sont alors Cvidentes quelque soit la ramification de K/Q,. 
Si K est un corps de nombres nous designons par d,[r] le produit 
np O&r] oh P parcourt les places de K, et O,, designe le complete de 
0, (resp. K) en P si P est finie (resp. infmie). 
Nous dttinissons Det(a,[r]*) comme le produit. 
n Det(%CU*). 
P 
V-8) 
Si P est tinie Det(O,,[f] *) est le groupe dCIini prbcedemment considere 
comme sous-groupe de Horn&R,, (K,@, K)*). 
Remarque. Nous avons utilise la m&me notation Det(O,,[r]*) pour 
deux groupes qui s’identifient sous l’isomorphisme: 
Si P est inlinie complexe Det( O,,[f]*) est le groupe Hom,,(R,, 
(KpO, x)*1. 
Si P est inlinie reelle Det( O,,[r] *) est le sous-groupe des elements f de 
Horn,& R,, (K,OK K;)*) tels que f(x) soit reel et positif pour tout carac- 
tere symplectique et toute place au dessus de P. 
Le groupe Det(aK[r] *) est done un sous-groupe de Hom,,(R,, J(R)) 
ou J(R) designe le groupe des ideles de K. 
Nous savons [Fl, appendice A, 1.101, ou [F2, chap. I, theoreme 21, que 
CL(O,[r]) est isomorphe au groupe quotient: 
Horn&R,, J(R))/Hom,,(R,, R*) Det(a,[T]*). (2-9) 
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Pour demontrer le thtoreme 2, il sufit de demontrer pour toute place P et 
tout entier k: 
WDWh,C~l*)) G DeWK,C~l*) 
ou Yk est defini par: 
(2-10) 
ul,f(x) =f($kX) (2-11) 
pour tout f~ Horn&R,, J(R)), 1 E R,. 
Si P est finie c’est l’inclusion (2-7) demontree pour le theoreme 1. Si P est 
infinie complexe, c’est evident. Si P est infinie reelle, c’est Cgalement evident 
compte tenu de l’hypothese faite sur k et du fait que le groupe des carac- 
t&es symplectiques virtuels est stable par $j pour j impair, ce que nous 
dtmontrons maintenant: 
LEMME 2-12. Soit R”, le sow-groupe de R, engendre par les caracthes 
symplectiques de r. Pour tout entier j impair: 
I,+~( R>) c R”,. 
En utilisant un systeme de gtnerateurs de R”, [M, thtoreme 5-l 1, nous 
remarquons qu’il suffrt de dbmontrer que l’image par tij d’un caractere 
irreductible et symplectique est symplectique. En utilisant le lemme 3-l de 
[CNl ] nous nous ramenons au cas particuiier ou le groupe r est Tn- 
Clementaire, produit semi-direct dun sous-groupe cyclique et distingue A 
par un 2-groupe 0. 
Si 1 est un caractere irreductible et symplectique de f nous savons qu’il 
existe un caractere abelien cp de A et un caractbre irreductible 8 du sous- 
groupe d’isotropie 0, de cp dans 0 tel que: 
x = IndTep(cp. 6). 
Si j est un entier impair nous deduisons des formules d’induction des 
caracteres [Sl, theoreme 121, l’tgalitt: 
*jx=Ind~~.((~,cp)(~je)). (2-13) 
Puisque j est premier avec 101 les caractbres 0 et tijO sont conjugues. En 
outre puisque ( 1 Al, 101) = 1 il existe un element oj de To tel que: 
(Il/jcP)(IC/je) = (($jcP) e)q 
d’ou: 
OPbRATIONSD'ADAMS 133 
Soit rj l’endomorphisme de I- defini par: 
q( uu) = dv, VUEA, VE@. 
Nous avons l’tgalitt: 
(2-15) 
X(zj(Y))=Ind~~,p((ll/,cp) O)(Y), VyEz-. (2-16) 
Nous dtduisons de (2-16) que Ind& ((tjjcp) 0) est symplectique et de (2- 
14) que rjjx est symplectique, ce qui acheve la demonstration du lemme. 
Soit 1 un nombre premier. Tout Clement y E r se decompose dune facon 
unique en un produit y’y” = y”y’ oti l’ordre de y’ (resp. 7”) est premier avec 
I (resp. une puissance de 1). 
Pour tout caractere x de r nous definissons le caractere virtue1 6,~ par 
6,X(Y) = X(f)? vy E r. (2-12) 
11 est clair que SF = 6, et que 6, est une operation d’Adams de R, 
3. REDUCTION AU CAS DES GROUPES Q-LELEMENTAIRES 
Dans ce paragraphe nous ramenons la demonstration des inclusions (2- 
7) au cas des groupes Q-l-tlementaires. Desormais K sera une extension 
tinie, non ramitite de Q,. 
PROPOSITION 3.1. Soient k un entier, 1 un nombre premier et K une exten- 
sion de degr& fini de 62,. Si pour tout sowgroupe Q-l-tl&mentaire V de r le 
groupe Det(O,[V]*) est stable par ul, alors Det(O,[r]*) est stable par 
Yk. 
Dimonstration. Supposons que l’ordre de r est egal a I”m avec 
(I, m)= 1. 
Si Ed est le caractere trivial de r, nous savons [Sl, thtoreme 281, qu’il 
existe des sous-groupes Q-l-tlementaires Ti de r et des Q-caracteres ui de 
ri tels que 
rnEr = 1 IndFg(ui). (3-z) 
Nous deduisons de la formule de rtciprocite de Frobenius l’tgalitt: 
m. YY,X = 1 IndF,(ui. $,&-)) (3-3) 
pour tout x E R,. 
ydWa))“(x) = n Det(a)WFJui. Ic/k(xIr,))) (3-4) 
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pour tout 1 E R,. Nous dtduisons de [Fl, appendice A.VIII] et de [U2] 
l’existence, pour tout i, d’un element aie O,[r,]* tel que 
Det(a)(IndFt(ui. +&I,~,))) = Det(4(lC/kbIr,)) 
pour tout x E R,. C’est-a-dire 
(3-5) 
Det(a)(Ind~,(ui~k(XIr,))) = KDetW)(xi,-,) 
pour tout x E R,. 
(3-6) 
Nous savons par hypothbe que Det(O,[rj]*) est stable par Yk; c’est-a- 
dire qu’il existe big O,[r,]* tel que 
Yk(Det(ai)) = Det(b,). (3-7) 
Nous dtduisons de (3-4), (3-6) et (3-7) 
Y,JDet(a))” = Det fl bi . 
(j 1 
(3-8) 
Soit dI un homomorphisme de decomposition en I [Sl, parag. 151. 11 est 
clair, grace a [Sl, theorbme 42, corollaire 21, que Ker d, est stable par I,+~. 
Par [Fl, appendice III, proposition 2 (mutatis mutandis)] nous savons 
w  
Det(a)(x) - 1 mod I, 
pour tout x E Ker d,, oti 1 est l’ideal maximal de OR. Nous en deduisons 
que Y,JDet(u)) appartient au sous-groupe du e1CmentsfE Horn&R,, Ox) 
teis que 
f(x)- 1 mod 1, Vx E Ker d,. (3-9) 
Nous savons par [CN2, lemmes 3 et 61, que pour tout element f de ce 
groupe il existe un entier r tel que: 
f”EDet(O,[r]*). (3-10) 
Nous deduisons de (3-8) et (3-10) que !R,JDet(u)) appartient a 
Det(O,[r]*). 
4. REDUCTION AU CAS DES ~GROUPES 
Dans ce paragraphe nous ramenons la demonstration de l’inclusion (2-7) 
au cas des I-groupes. 
PROPOSITION 4-1. Soient k un entier, 1 un nombre premier, K une exten- 
sion non rumifiee, de degrP fini de Cl,, et r un groupe Q-I-Gmentuire. Si 
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pour toute extension non ramlj%e L de K et tout l-groupe 0, sous-groupe de 
r, le groupe Det(O,[@]*) est stable ul,, alors Det(O,[r]*) est stable par 
y!c 
DPmonstration. Supposons le groupe r produit semi-direct d’un SOUS- 
groupe cyclique et distingue A, dont l’ordre n’est pas divisible par 1, par un 
I-groupe C. 
Si x est un caractere de A, nous designons par C, le sous-groupe 
d’isotropie de x dans C, et par K, l’extension de K obtenue en adjoignant a 
K les valeurs du caractere x. Nous remarquons que A. C, est un sous- 
groupe distingue de r et que K, est une extension non ramiliee de K. 
Soit vX l’homomorphisme de Horn&R,, Of) dans HomnKx(Rzx, 0%) 
delini par: 
v,UXcp) = fWL,(x~ cp)) (4-2) 
pour cp E Rzx. Ici x(p est consider5 comme caractere de A. C, de facon 
naturelle. 
Nous savons par [T2, paragraphe 73, qu’un element f de 
Horn&R,, 02) appartient a Det(O,[r]*) si, et seulement si, 
v,(f)~Det(O,[Z,]*) pour tout caractere abelien x de A. 
Pour demontrer la proposition nous avons besoin de deux lemmes 
LEMME 4-3. Si p est un nombre premier et x un caractke de A, nous 
avons les t!galith suivantes: 
(i) Sip#l 
pour tout cp E Rzx. 
(ii) Sip= 1 
(, 4 
fl(l- 6 1 WdIndi&d) - Ind,rZ,(ICIdw)N = 0 
pour tout q~ E C,, oti q parcourt les diviseurs premiers de eordre de x. 
Dkmonstration. Nous notons 1x1 l’ordre du caractere x. 
II/, commute avec Indc= , puisque AC, est invariant et p /’ [P AC,] (voir 
la formule pour un caractire induit dans [Sl, theoreme 121). La premiere 
partie du lemme est done demontree. 
Nous dtmontrons (ii). Considerons le caractere cp de C, et notons 0 le 
caractere virtuel: 
(4-4) 
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Pour x E A, y E C,, nous avons 
Done le membre de gauche de (ii) est nul lorsqu’il est tvalue sur un tel xy. 
Nous avons deja dtmontre que n4 (1 - 6,) commute avec Ind& et nous 
savons que pour x E A, y E .E:,, y’ $ C, et pour a E Rzx. 
ICI ,(Ind& I) = 0 = IndL‘,l(+I~)(w). 
Done la demonstration de (ii) revient a dtmontrer: 
q;, (1 - h/)uwY) = 0 (4-5) 
pour tout x E A, y E C\C, tel que y’~ Z:,. 
I1 est immtdiat que pour tout a E Rzx 
Und& I) = 0, 
il nous reste done a demontrer 
(4-6) 
(4-7) 
pour tout x E A, y E E\Z, tel que y’~ .Z;,. 
Soit o un generateur de A. I1 existe un entier r, premier avec l’ordre de A, 
dependant de y, tel que 
yoy-‘=w’. 
Nous deduisons de y E C\C, et y’ E C, les congruences 
r& 1 rnodIX1 et r’= 1 mod 1x1. (4-g) 
Nous remarquons que si r E 1 mod qo, ou q. est un diviseur premier de 
1x1 tel que 
1x1 = 4;ro4’, avec (qo, 4’) = 1, 
alors r z 1 mod q;fo; en effet l’ordre de r modulo q;10 est un diviseur commun 
de I et q;(o. 
Les congruences (4-8) et la remarque precedente impliquent l’existence 
dun diviseur premier q,, de 1x1 tel que 
Ix/ = 4;;%f? (qo, 4’) = 1, 
r’-- 1 
- = q;;ou, 
r-l 
avec UEZ. (4-9) 
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Dans ce qui suit nous notons s l’entier (r’- l)(r - 1) ~ ‘. 
Nous deduisons de l’egalite: 
(xv)/ = xy’ 
et de la formule d’induction des caracttres: 
(4-10) 
L’tgalitt (4-9) implique: 
GqoX((crXO - ‘)“) = X((cJXO - ‘)5) (4-11) 
et c’est evident que 
s,ocp(oy’o ~ 1) = cp(cTy’a - 1). 
Nous en deduisons: 
WnG,(xcpW.d = InG)f&wMx”~ Y’). (4-12) 
Alors (4-7) est immediat en utilisant que 6.y0 commute avec Ind& et que 
(1 - Jy,) 6,0 = 0. Ceci acheve la demonstratron du lemme (4-3) dans le cas 
(ii). 
LEMME 4-13. Soit k un entier. Pour tout el&ment a de O,[r]* il existe 
un &!ment b de O,[r]* tel que: 
DeW(W&cp)) = Det(a)(Ind5zL($kx. cp)), 
pour tout cp E RZy 
Dt?monstration. L’application de I- dans lui-m&me definie par 
uv -+ UkV (4-14) 
pour tout UE A, v E,E est un endomorphisme de groupe. Cet 
endomorphisme induit naturellement un endomorphisme de O,[TJ*. 
L’tlement b est l’image de a par cet endomorphisme note t,. 
Soit a un element de O,[IJ*. Pour dtmontrer la proposition 4-l nous 
savons par (4-2) qu’il suffit de montrer: 
(4-15) 
pour tout caractere x de A. 
Nous nous ramenons, grace aux proprittes des operations d’Adams de 
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R,, au cas ou k est un nombre premier p et nous distinguons deux cas 
suivant que p # I, ou p = 1. 
(lo MS) p # 1. NOUS deduisons du lemme (4-3i) 
v,(YJDet(a)))(cp) = Det(~)(Ind~zxW’~ $,cp)) 
pour tout cp E Rzx. 
(4-16) 
Le lemme (4-13) nous permet d’ecrire cette Cgalite sous la forme: 
v,(yl,PW)) = lu,(v,Pet(~,(a)))) (4-17) 
or v,(Det(t,(a))) appartient a Det(O,[Z,]*) qui est stable par Yp par 
hypothese. Ceci demontre la proposition dans ce cas. 
(2” cas) p = 1. Nous dtmontrons la proposition en raisonnant par 
recurrence sur le nombre de diviseurs premiers w(d) de ld I. 
Si w(d) = 0, le groupe r est un I-groupe et le resultat est vrai par 
hypothese. 
Supposons w(d) > 0. Notons 5 l’ensemble des parties non vides de l’en- 
semble des diviseurs premiers de l’ordre de A. Pour tout element A de 5, et 
pour tout caractere x de A, nous designons par xA le caractere a,, .,,(x) 
od A = (PI)...) PM,}. 
Le lemme 4-3(ii) nous donne l’egalite 
=Ind&(lC/h~)) + 1 ~A(ICIOndL~(zA~)) - Ind&(lCI,(xAq))) (4-18) 
AEE 
oh EA = (- 1 y’(A)+ 1. 
Pour tout A E 5, les caracteres $,(Ind;&, cp)) et Ind:z‘,,($,(XA cp)) sont 
obtenus par relevement a r de caracteres de groupes Q-l-elementaires, 
notes Ta, produit semi-direct d’un quotient A, de A par C avec 
w(A,k w(A). 
L’hypothese de recurrence appliquee a fa nous donne l’existence de 
6, E O,[r]* tel que: 
Det(a)(~l(Ind~~~(XAcp))) = DeWA)(Indi’&!Acp)~ (4-19) 
pour tout cp E Rzx. Nous deduisons du lemme 4-13 l’existence de 
cA e O,[r]* tel que: 
Det(~,)(Ind&(xAr)l = Det(cA)(IndLx(xcp)) (4-20) 
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pour tout cp E R,;(. D’oti: 
Det(a)(E,. $,UndLx(xAd)) = v,(Det(cL))(cp) (4-21) 
pour tout cp E Rzx, oh c> = cA ou c, ’ selon le signe de sA. 
De l’egalitt immediate rj,(~~.(~)=x>.@~cp, et du lemme4-13 nous 
deduisons l’existence de d, E O,[r]* tel que: 
Det(a)(Ind~~,(ll/l(x,cp))) = Det(dA)Und&(x~ I~/FP)), 
d’ou l’egalite: 
(4-22) 
(4-23) 
pour tout cp E R,,, oti dA = d, ou d; ’ selon le signe de Ed. 
De m&me il extste e’ E O,[r] * tel que 
Det(a)(Ind~~,(~,(Xc))) = Y,(v,(Det(e’)))(cp) 
pour tout cp E Rzl. 
(4-24) 
Nous dtduisons de (4-18) (4-21) (4-23) et (4-24): 
v,(‘f’OWa))) = Y,(v,(JWe’))) n v,Pet(cL)) Ydv,Pet(da))). P-W AEi? 
Puisque par hypothese Det(OKx[rX]*) est stable par Y[ nous dtduisons 
de (4-25) que pour tout caractere x de A, v,(Y’,(Det(a))) appartient a 
Det(OKx[rX]*) ce qui implique que Y/(Det(a)) appartient a Det(O,[r]*) 
et acheve la demonstration de la proposition (4-l) dans le deuxieme cas. 
5. DEMONSTRATION DE (2-7) POUR LES I-GROUPES 
PROPOSITION 5-1. Soient I un nombre premier, I- un I-groupe et K une 
extension non-ram@e de Q,. Pour tout entier k le groupe Det(O,[r]*) est 
stable par Yk. 
DPmonstration. Nous fixons un entier k et nous notons Y (resp. tj) les 
operations Yv, (resp. ijk). 
Si Tub designe le groupe r rendu abelien, nous notons 211, le noyau de 
l’homomorphisme nature1 de O,[r] sur OK[r”“]. Soit SK le radical de 
Jacobson de O,[r]. Nous avons les inclusions suivantes: 
Det(1 + 21u,) G Det( 1 + SK) G D&(0&r]*). 
En outre nous savons que l’indice de groupe 
(5-2) 
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[Det(O,[IJ*): Det(1 + SK)] 
est premier avec 1. Ceci implique, grace a (3-lo), que demontrer (5-l) est 
equivalent a demontrer: 
!P(Det( 1 + !RK)) c Det( 1+ ‘91iK). 
Nous dtfinissons le groupe M, par l’egalite 
(5-3) 
M, = Y(Det( 1 + %,)) Det( 1 + !RK)/Det( 1 + SK). 
La proposition (5-l) est equivalente a l’egalite 
(5-4) 
M/c= {l}, (5-5) 
que nous nous proposons de demontrer. 
Soit p1 le sous-groupe de O$ des racines de l’unitt dont l’ordre est une 
puissance de 1. Nous notons T, le groupe des elements t de Horn&R,, pI) 
tels que t(x) = 1, pour tout caractere abelien x de r. 
Nous remarquons que T, est indipendant du choix de l’extension non 
ramifite K de Q,. 
LEMME 5-6. Soit x un Pkment de 1 + !RK. I1 existe un Plt!ment y E 1 + si, 
et un unique Pkment t E T, tel que: 
$(Det(x)) = Det( J) t. 
D&monstration. L’unicite de t provient de l’egalite: 
Det(1 +‘iJIK)n T,= 1 (5-7) 
(voir [Tl, proposition4-211 ou [WI). 
Montrons l’existence de y et t. Nous utilisons pour cela les resultats de 
[TI, paragraphe 11. 
Soient 6 l’ensemble des classes de conjugation de r et cp l’application K- 
lineaire de K[r] dans KC&] induite par: 
cp(Y) = (‘y 
pour tout y E r, oti c., designe la classe de conjugaison de y. 
Si (! designe le logarithme de (1 + IRK, x ) dans (K[C5], + ) defini dans 
VI, (l-711, nous savons par [Tl, (3-lo)] qu’il existe un unique 
homomorphisme de groupe, note v, tel que le diagramme suivant soit com- 
mutatif: 
l+%K A K[CI] 
Dd 
I / 
Y  
Det( 1 + !R2,) 
(5-8) 
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Puisque Det( 1 + !RK) est d’indice fini dans Horn&R,, 02) et que K[6] 
est uniquement divisible, v se prolonge dune facon unique a 
Horn&R,-, 02). Nous notons encore v ce prolongement. 
Nous savons [Tl, (l.lO)], que 
v(Det( 1 + !RiK)) c lO,[CZ] 
c’est a dire que !2 est un logarithme entier. 
Un caractere virtue1 x E Rr dtfinit une fonction x: 6 -+ R ok 
(5-9) 
x(c,) = X(Y)> 
done par linearite nous obtenons un homomorphisme de K-modules 
x: KC&] + r% Soit f le Frobenius du corps obtenu en adjoignant a K les 
racines Irl-iemes de l’unite sur son sous-corps maximal totalement ramifie. 
De [Tl, (l-S)], nous deduisons: 
X(V(h)) = hT(4h). 4 -‘hx)% Vh E Hom,,(R,, OR). (5-10) 
Soit x = 1 + Y l’element de 1 + !RK consider& 
Si Y=C~~~Y~~, nous definissons l’element s de SK, par s = C, t r r,y“ et 
nous designons par .f l’eltment de Horn&R,, OR) 
Y(Det(1 +r))Det(l +s))‘. 
Nous verifions immediatement quef(x) = 1 pour tout caractere abelien x 
de I7 En utilisant (5-10) nous en deduisons: 
VU’) E K. da,). (5-11) 
LEMME 5- 12. 
Dkmonstration. Soit v(Det( 1 + r)) = CC, C x,cy . Par (5-9) nous savons 
que x, E IO,, pour tout c;. E 6 et que v(Det(1 + s) ~ ‘) E lO,[O]. 11 suflit 
done de dtmontrer: 
v(Y(Det(l+r)))= 1 x,c+. 
ct(l 
(5-13) 
Puisque R, engendre Hom,(K[C], R), pour dtmontrer (5-13) il s&it de 
demontrer: 
x(v(WWl + r)))) = $x (5-14) 
pour tout caractere x de I-. 
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Par (5-10) nous avons: 
xW?DeW + r)))) = log(Det(l + r))(Wx) 
+log(Det(l +r))(-($, 0 $) )‘. (5-15) 
Puisque $ et *, commutent nous remarquons, en utilisant (5-10) que le 
membre de droite de (5-15) est &gal a $x(v(Det(l +Y))), c’est a dire 
‘kdCCE (r X&y). 
Ceci demontre (5-14) et acheve la demonstration du lemme. 
Nous dtduisons du lemme et de (5-l 1) que 
Mais cp(lu,) est un facteur direct de O,[c], comme OKmodule, done 
v(f) E kwl,). 
Or nous avons l’egalite [Tl, theoreme 4.231. 
(5-16) 
v(Det( 1 + ‘?I,)) = k#Il,) 
d’oh l’existence de u E ‘$I, tel que 
(5-17) 
Y(Det( 1 + r)) Det( 1 + s) ~ ’ Det( 1 + u) ~ ’ E HomoK(R,, 1 + I) n Ker(v). 
(5-18) 
Or nous avons [Tl, proposition 3.111 
Ker(v)n Hom,,(R,, 1 + 1) = Horn&R,, ,u,) (5-19) 
N.B.: Le v ici est le v de [Tl] prolonge a Hom,,(R,, 0%). 
Nous deduisons de (5-18) et (5-19) l’existence de ZE T, tel que: 
Y(Det( 1 + r)) = Det( 1 + s) Det( 1 + u)t, 
ce qui demontre le lemme (5-6). 
(5-20) 
Nous deduisons de ce lemme un homomorphisme, note h,, de 
Y(Det( 1 + SK)) dans T, dtlini par: 
h,(Det(x)) = t. (5-21) 
11 est immediat que h, induit un isomorphisme de M, dans T, note KK. 
Soit I” l’exposant du groupe T,. Nous designons par L l’extension non- 
ramifite de K de degre I” et nous notons %nL,K l’homomorphisme de 
Hom,,(R,, O$) dans Hom,,(R,, 0$) defini par: 
WL,Kf)(X) = n fW ‘I” (5-22) 
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pour tout x E R,, ou w  parcourt un systeme de representants des classes a 
droite de Q2, modulo QL. 
Nous savons par [Fl, appendice VI, proposition 11, que nous avons l’in- 
elusion: 
!R.,,(Det( 1 + ‘32,)) c Det( 1 + SK). (5-23) 
LEMMB 5-24. 
YILIK(Det( 1 + 91L)) = Det( 1 + SK). 
D&monstration. Si F est une extension de QI, notons X l’image dans 
O,[P”] de l’element x E O,[r]. 
Nous deduisons de [Tl, (l-l 1)], les suites exactes et les diagrammes 
commutatifs suivants: 
{O}~I~(‘U,)-,Det(l+~2,)~1+~~-,{1} 
prL,K p p 
(0) +k#I,)-,Det(l +!RK)+ 1 +aZK-+ (1) 
(5-25) 
oh NL,K est induit par la norme usuelle de O,[Pb] dans O,[Pb], TrLIK 
est dtfinie a partir de la trace trLIK de L sur K par: 
(5-26) 
et ‘SiL (resp. !iIK) est le radical de Jacobson de O,[Pb] (resp. O,[P”]). 
En utilisant que l’extension L/K est non ramifiee, on demontre de facon 
habituelle que NLIK est surjectif (voir [Tl, lemme 5-101, pour les details). 
De meme nous savons que trLIK(OL) = O,, et done TrLIK est surjectif. 
Le surjectivite de NLIK et TrLIK implique celle de YILIK et acheve la 
demonstration du lemme. 
Les homomorphismes ‘SLIK et Y commutent. Nous dtduisons du 
lemme 5-24 que %nL,K induit un homomorphisme surjectif note ‘%L,K de M, 
sur M,. 
Nous avons les diagrammes commutatifs suivants 
111 
JG -ML--‘TL 
‘3 L,K 
I I 
%L/K 
(1) 
h - MK- T, 
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Nous avons remarqd l’egalite TL = T,. 
L’application !RZLIK de T, dans T, est done definie par: 
Q&)= tCLzK’ 
pour tout t E T,. Compte tenu de choix de L nous en deduisons l’egalite 
‘JLLiK( T,) = { 1 }, d’od les Cgalitts: 
Ce qui acheve la demonstration de la proposition 5-1. 
Les propositions 3-1, 4-l et 5-l dtmontrent les inclusions (2-7) sous les 
hypotheses &non&es et achevent la demonstration du theoreme 1. 
6. COHOMOLOGIE GALOISIENNE 
Soient 1 un nombre premier different de 2, K une extension finie, non 
ramifiee de Q, et r un l-groupe fini. Nous avons dans [Tl] ttudit 
K;( 0,[ZJ) comme /i-module, ou n dtsigne le groupe de Galois de K sur 
Q,. Nous nous proposons d’etudier dans ce paragraphe la structure de 
K;(O,[r]) comme ro,-module. 
Now rappelons que si I”’ est l’exposant de r et si ok est l’element de To, 
qui tleve les racines I”-iemes de l’unitt a la puissance k alors ck opere sur 
K;(o,[r]) par l’operation d’Adams ul,. 
Les resultats que nous obtenons gtneralisent des resultats de R. Oliver 
[O2, paragraphe 21, et de C.T.C. Wall [W, paragraphes 10 et 111. 
Nous nous placons dorenavant par raison de simplicite dans le cas oti 
K= Q,. Si M est un r,,-module nous designons par H’(M) le groupe de 
cohomologie H’(To,, M). Nous notons ,u- , le groupe des racines (I- l)- 
iemes de l’unite. 
L’evaluation sur le caractere trivial E,- induit un homomorphisme sjf de 
K’,(Z,[r]) dans ZF. 
Nous detinissons le groupe FV%‘(Z,[r]) par la suite exacte: 
{ 1 } -+ Pb) y Ker(EF) + f+‘h’V,C~I) + I1 >. (6-l) 
Nous remarquons que @‘h’(Z,[ZJ) est l’image du groupe de Whitehead 
Wh(h,[T]) par l’homomorphisme induit par FJ par passage au quotient. 
Nous avons egalement la suite exacte: 
{ 1) +Z: xI+‘~)-+ K;(Z,[I’])+ Wh’(E,[T])+ (l}. (6-z) 
Wall [W] a dtmontre que le sous-groupe de torsion de K;(H,[T]) est 
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l’ensemble des elements de la forme Det(py) oh p est une racine de l’unite 
de Z: et y un element de ZY Nous en deduisons que Wz’(Z,[r]) est un Z,- 
module sans torsion. 
Le groupe r,, opere trivialement sur Zy. 
Nous definissons l’action de Ta, sur rcah) par: 
y”k = yk, t’y E Pb), Vk, (k, I) = 1. 
11 est immediat que la suite (6-2) est une suite exacte de r,,-module. 
Le rtsultat principal de ce paragraphe est le suivant: 
THEOREME 6-3. Soient 1 un nomhre premier dij@rent de 2 et r un l- 
groupe fini, alors: 
(i) ff’(~~‘(~,C~l))= {I}, 
(ii) H’(K;(Z,[T])) = Z/(Z- 1)Z. 
Demonstration. Nous dtmontrons tout d’abord que (i) implique (ii). 
Nous deduisons de (6-2) la suite exacte: 
fP( wh’(z,[r])) A H’(Z,? x Pb)) + H’(K;(Z,[r])) 
-+ H’( wh’(z,[r])). (6-4) 
Puisque 1 est impair le groupe r,, est cyclique, le groupe (P)f@= { 1 } 
et done: 
fp(pb)) = {i} = HO(Pb). (h-5) 
Nous deduisons de l’isomorphisme: 
l’isomorphisme: 
H’(Z;L) = H’(p,- 1) x H’(Z,) =p,-, . (6-6) 
Parce que whyz,[rl) est un pro-l-groupe Ho( wqz,[rl)) est un 
pro-l-groupe et done l’homomorphisme 6 est nul. Ceci dtmontre que (i) 
implique (ii). 
Pour dtmontrer (i) nous utilisons une suite exacte de Oliver 
[02, paragraphe 23. Les notations sont celles du paragraphe 5. 
Soient 23 l’ideai d’augmentation de Z,[r] et w  l’homomorphisme de 
Z,[E] dans r@‘) delini par: 
(6-7) 
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ou [c] designe l’image par la surjection canonique d’un representant de c 
dans f (Oh). 
Le groupe To, opere sur Z,[E] par: 
C(Y)“” = C(Ykh v’a, E I-Q,, vy E r (6-S) 
oh la classe de conjugaison dun element y de r est notee c(y). Nous remar- 
quons que w  est un homomorphisme de r,,-module. 
Oliver [02] a dtmontrt que la suite suivante est exacte: 
{ 1) + wh’(z,[r]) (I”)“+ (p(%)* Fub)+ {l}. (6-9) 
Nous avons deja demontre (voir la demonstration du lemme 5-12), que v 
commute avec l’action de ro,. Nous en deduisons que (6-9) est une suite 
exacte de r,,-modules. 
Pour tout element c de 6 notons Stab,,,(c) le stabilisateur de c dans To,. 
Nous vtrihons que: 
{c: - 4 11, ~4 E r,,/Stab.,,(cJ > (6-10) 
ou ci parcourt un systeme de representants des r,,-orbites de (5 - {c(l)} 
est une base sur Z, de (p(8). Nous en dtduisons un isomorphisme de ro,- 
module 
cp@) = n 4C~Q,lStabr,i(cj)l (6-11) 
et done, grace au lemme de Shapiro: 
ff’((p(B3)) = n ff’@,) = i 11. (6-12) 
La partie (i) du thtoreme se deduit de la suite exacte de cohomologie 
deduite de (6-9) et des egalitts (6-5) et (6-12). 
Remarques. (1) Dans le cas I= 2, Oliver a trouve [02, 
paragraphe 21, un groupe f d’ordre 32 tel que: 
(2) Pour tout nombre premier I et tout sous-groupe A cyclique de 
To, la methode prtctdente nous permet de donner une description explicite 
de 
ff’(A, wh’G&Crl)). 
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7. COMPORTEMENT PAR RAPPORT A 
L'HOMOMORPHISME DE CARTAN 
Pour un corps k les puissances exterieures de k[r]-modules nous per- 
mettent de dttinir une structure de I-anneau sur le groupe de Grothendieck 
G,(k[T]) (voir [K], par exemple). 
Dans [K] Kervaire a defini des operations d’Adams pour P,(k[T]), ie 
groupe de Grothendieck des k[r]-modules projectifs. Nous les notons I/I,. 
Soit c l’homomorphisme de Cartan, Kervaire demontre que le diagramme 
suivant est commutatif, pour tout entier n. 
f’&CU I(’ GdKCU 1 
I 
in 
I 
in 
f’&CU) (’ Gcdk[U) 
(7-l) 
Soient K une extension linie de Q,, 0, son anneau de valuation et k son 
corps rtsiduel. Le reduction modulo l’ideal maximal de 0, induit un 
isomorphisme de P,(O,[r]), le groupe de Grothendieck des O,[r]- 
modules projectifs, sur P,(k[ r] ). 
Si M est un K[T]-module nous pouvons choisir un O,[r] sous-module 
A de A4 tel que /1 K = M. La classe de J 00, k dans G,(k[ r] ) ne depend 
pas du choix de ,4. Nous construisons ainsi un homomorphisme d de 
G,( K[ r] ) sur G,(k[T] ). Nous savons que d est un homomorphisme de i- 
anneau. 
Si M est un O,[f]-module projectif, alors MO,, K definit une classe 
dans G,(K[IJ). Nous obtenons ainsi un homomorphisme de P,( O,[r]) 
dans G,( K[ r] ). En composant cet homomorphisme avec l’isomorphisme 
PO( k[ ZJ ) z I’,,( O,[ I-1 ) nous definissons un homomorphisme e de 
P,(k[T]) dans G,(K[r]). I1 est immediat que doe = c. 
LEMME 7-2. Si (m, 1 rl) = 1, alors le diagramme suivant est commutatif: 
P&C~I) r GoMU) 
im 
I I 
ILm 
~,(kt-~I) A GdKCU 1 
DPmonstration. Soient x un element de P,(k[T]) et y l’eltment 
e($,(x)) - $,(e(x)) de G,(K[T]). Nous avons l’tgalite: 
d(y) = 4$,(x))- d(ti,(eb))). (7-3) 
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Grace a (7-l), c 0 $, = $, 0 c. Nous savons en outre que d commute avec 
II/,. Nous en dtduisons que y appartient a Ker d. 
Puisque (m, ITI) = 1 nous deduisons du thtoreme 36 de [Sl] que Im e 
est $,-stable. Ceci implique que 1’ appartient a Im e. Done y appartient a 
KerdnIme= (0). 
Soit G,T(O,[T]) le groupe de Grothendieck des O,[T]-modules de 
type fini, de torsion sur 0,. On a l’isomorphisme evident: 
Go~(O.L-~l)=G,(~[~l). (7-4) 
Les operations d’Adams de G,(k[T]) induisent, via cet isomorphisme, des 
operations sur G,T(O,[T]) que nous notons egalement tj,,. 
Si K est une extension non ramiliee de Q, nous avons d&i des 
operations d’Adams sur K, T(O,[ZJ). Le foncteur d’oublie induit un 
homomorphisme, que nous appelons homomorphisme de Cartan: 
Le but essentiel de ce paragraphe est de comparer, via c, les operations de 
&T(O,[T]) et G,T(O,[T]) et dembntrer un resultat analogue a (7-l). 
TH~OR~ME 7-5. Si (m, IZJ) = 1, alors Y,,, et c anti-commutent, c’est-ri- 
dire le diagramme suivant est commutatif: 
oti mm’ = 1 mod 
Remarque 1. 
Irl. 
Si N est un corps de nombres tel que les diviseurs de Irl 
ne sont pas ramifies, on a une generalisation evidente a K,, T(O,[r] ) du 
rtsultat ci-dessus. 
Remarque 2. Par raison de simplicite nous ne traitons que le cas 
K= Q. 
Nous savons delinir [Sl, paragraphe 14.51, une forme bilineaire non- 
degeneree, not&e ( , )K de 
GOWCU) x G,(KCU) + z 
et une forme bilineaire non-degenerte, not&e ( , )k de 
mw-1) x ww-1) - h. 
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Le resultat suivant de J. Queyrut [Q, theoreme 3.3, proposition 3.41 joue 
un role essentiel dans notre demonstration de (7-5). 
TH~OR~~ME 7-6. (1) Soit F, le corps fini dordre 1. Nous avons un 
isomorphisme 
ou H(G,(F,[T])) est Ze groupe defini duns [Q, proposition 321. 
(2) Le diagramme suivant est commutatif 
&~(O.C~l)~ 
HomQ,,Uh QV 
I 
De@,[U*) 
< 
Ii 
G&CU) r 
Hom,,,Uh-~ QI”) 
ff(GoW,[U)) 
ou i est induit par lidentitt. 
(3) Soit x un element de G,(k[T]), alors f EHom,,,(R,, 0:) est un 
representant de x sous Pisomorphisme (1) si, et seulement si, 
(4 Y>k = uAf(e(y))) 
pour tout YE P,(k[T]), ou vk designe la valuation de K. 
Demonstration de theoreme 7-5. 11 s&it de demontrer que pour tout 
Y E PoWCU 1 
Wm(-d YL =~K(fWm@(~)))). (7-7) 
Puisque nous savons, lemme 7-2, que e et @, commute, l’egalite 7-7 est 
Cquivalente a 
(Il/m(xh y)/c= (4 I1/d(Y))k. (7-g) 
Nous savons que d est un homomorphisme de A-anneau. Soit z un 
relevement de x dans G,(K[T]). Nous obtenons done l’egalite 
($m(x), Y )k = (4$,(z)), Y )k. (7-9) 
Or, les homomorphismes d et e sont adjoints [Sl, paragraphe 15.4(b)], 
&Oil 
(4$,(z)), Y)~= <+,A), e(y)>,. (7-10) 
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Soit x (resp. 0) le caractere de r delini par z (resp. e( JJ)). Le produit 
($,(z), e( ,v))~ est Cgal au produit scalaire des caracteres (1,9,(x), O), d’oti 
l’tgalitt: 
1 
(em(z)? e(y))K=~y~r~(Ym)e(Y-‘) (7-11) 
c’est-a-dire: 
($,(Z)> e(JG=~ c X(Y) @(Y -“‘I ytr 
d’oh l’egalitt: 
(IclAz), e(y)>,= (z, $d(e(y))>,. 
En utilisant une nouvelle fois que d et e sont adjoints et que e commute 
avec **, nous obtenons 
(2, $m44y))>K= C-T $ms(~))k. (7-12) 
Question. Soit N un corps de nombres tel que les diviseurs de Irl sont 
non-ramifies dans N. 
Nous avons dtlini, theoreme 2, des operations d’Adams {Y,} sur 
CL(O,[T])-Nous ttendons ces operations a K,(O,[r]) de la man&e 
suivante: Soit x = y + n[ON[r]], avec y appartenant a CL(O,[r]), nous 
posons: 
Y,(x) = Y’,(Y) + doNCrl1. (7-13) 
I1 est facile de verifier que Y, est un endomorphisme d’anneau de 
KJ(~NC~l)~ 
Soit (?O(O,[T]) le groupe de Grothendieck des O,[T]-modules de type 
lini, projectifs en tant que O,-modules et soit c l’homomorphisme de Car- 
tan: 
c: &(O,[In I-+ GwM-m 
Le produit exterieur induit une structure de il-anneau sur G,(O,[r]) ([B] 
et [SWl], par exemple). 
11 est nature1 de se demander si Y,,, et c anti-commute, c’est-a-dire, si 
pour m premier avec Irl et m' tel que mm' = 1 mod IZJ, le diagramme 
suivant est commutatif: 
Ce rtsultat serait l’analogue du thtoreme 7-5 
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Remarque. Nous deduisons de [SW2, theoreme 21, une suite exacte 
scindte: 
d’ou nous dtduisons la decomposition en somme directe: 
G,(O,[r]) = Im @@ G,(N[T]). 
Ceci nous permet de dttinir des operations $,, sur G,(O,[TJ) de la 
man&e suivante: Si x=@(u) + v avec v appartenant a G,(N[T]) nous 
posons: 
bL(x) = @(tin?(u)) + IClm(v) 
ou $m(v) (resp. t,b,( u)) est l’image de v (resp. U) par l’optration d’Adams 
naturelle $, de G,(N[r]) (resp. G,T(O,[T])). On peut alors montrer la 
commutativite du diagramme (7-14) en remplacant $,. par $,,,,. On peut se 
demander quel est le lien entre les operations $, et 3,. 
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